
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

حتماً همگي شما با رابطه دوره تناوب آونگ با دامنه كوچك آشنايي داريد:  
 
 

ــي را روي دوره ي تنـاوب بررسـي كنيـم .  كه L طول آونگ و  g شتاب گرانش است . در اين مقاله قصد داريم اثر دو عامل اختلال
ــلال اصطلاحاًبـه روشـي در حـل مسـائل فـيزيك اطـلاق مـي شـود كـه  اول دامنه ي بزرگ و دوم ميرايي با يك سيال نظير هوا. اخت
ــاله مثـل مقـاومت هـوا يـا غـيره اصـلاً  هنگامي كه يك مسئله فيزيكي قابل حل نيست، فرض مي كنند عامل غير قابل حل نمودن مس
ــي گـيرند . مسـائل اختلالـي  نقـش  وجود ندارد و مسئله را به راحتي حل مي نمايند پس تا مرتبه اول تأثير عامل اختلالي را در نظر م

مهمي در قابل حل نمودن مسائل فيزيكي ايفا مي كنند ، در اين مقاله به بررسي دو روش  اختلالي نسبتاً متفاوت خواهيم پرداخت . 
الف ) حل مسأله آونگ ساده دامنه كوچك بدون ميرايي  

ــاه  اگر تا كنون با حل اين مسأله مواجه نشده ايد يا احتمالاً حل آن را فراموش كرده ايد با استفاده از روش گشتاور در چند خط كوت
مسأله حل شده است :                                                  

 
 

داريم                  كه   τ گشتاور ، I  لختي دوراني و α  شتاب زاويه اي آونگ است .  θ را زاويه خط قائم مي گيريم . 
نيروهاي وارد بر جسم كه آن را نقطه اي فرض مي كنيم عبارتند از  m g  نيروي وزن در راستاي قائم و T كشش طناب در راســتاي 

شعاعي . گشتاور در حالت كلي از رابطه                        
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بررسي ميرايي آونگ با دامنه زياد 
نسيم قشقايي زاده – الهام نصيري مقدم
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ــز آويـز آونـگ   محاسبه مي شود كه r فاصله از مبدأ وF نيروي وارد بر جسم است . حال اگر گشتاور را نسبت به نقطه ثابت  o مرك
محاسبه كنيم از آنجا كه نيروي كشـش T    در راسـتاي       اسـت                               پـس كشـش طنـاب هيـچ گشـتاوري توليـد       

نمي كند از اين رو گشتاور فقط ناشي از نيروي وزن است . اين گشتاور برابر است با  
 

   علامت منفي به اين دليل است كه گشتاور در راستاي كاهش  θ است I هم بالطبع برابر              است و  θ هم همان α مــي باشـد ، 
با اين تفصيل داريم :  

 
حالا اگر θ  يا دامنه كوچك باشد داريم :   

                                                                                                      و 
 

با جايگذاري                                                 كه                         .  
 

دوره تناوب برابر                  هست از اين رو :  
 
 

ب ) اثر بزرگ كردن دامنه روي تناوب آونگ 
در مسائل دبيرستاني معمولاً                                را بــه ازاي                        درسـت مـي داننـد . حـال بـا اسـتفاده از تكنيـك تغيـير 

فركانس رابطه ي دوره تناوب با دامنه را مي سنجيم . كماكان داريم:  
 

در ضمن  
                                                                                       و 

 
با جايگذاري  

 
 
 
 

حال از رابطه زير استفاده مي نماييم: 
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با برابر قرار دادن ضرايب                          بدست مي آوريم: 

 

 
از رابطه         

استفاده مي كنيم وداريم:  
 
 

بنابراين  
 
 

كه   دوره تناوب دامنه خيلي كوچك است . به عبارت ديگر با افزايش دامنه دوره تناوب نيز زياد مي شود .  
حالا يك پرسش هوشمندانه : معني فيزيكي جمله                          چيست ؟ 

جواب : اين جمله به معني اين است كه آونگ يك مد سازي ديگر با فركانس              نيز دارد . 
ج)بررسي اثر ميرايي هوا  

اگر تاثير ميرايي هوا را نيز در نظر بگيريم معادله حركت آونگ به صورت زير در خواهد آمد (دليــل آن بسـيار سـاده اسـت نـيروي 
مقاوم                                       در جهت مماس و در خلاف جهت سرعت به جرم وارد مي شود .) 

 
 

اگر دامنه را خيلي كوچك بگيريم داريم: 
 
 

حل اين معادله ديفرانسيل با استفاده از اعداد مختلط  رابطه اويلر بسيار ساده است . مي توانيد با جايگذاري جواب  
 
 

كه در آن               و                           و 
ــرژي يـك  و تحقيق كرد كه جواب به شكل يك نوسان سينوسي است كه دامنه آن به طور نمايي با زمان افت مي كند از آنجا كه ان

نوسان شبه هماهنگ با مجذور دامنه آن نسبت دارد مي توان گفت كه انرژي نيز به طور نمايي با نماي              كم مي شود .  
ــاد معقـول تريـن راه آن  با توجه به محاسبات بالا مي توان گفت كه اگر شخصي بخواهد ضريب ميرايي را اندازه بگيرد به احتمال زي
است كه دامنه نوسان آونگ را بر حسب زمان بسنجد و با مقايسه با رابطه ي            را بدست آورد . اما پرسش اساسي آن است كــه 
در حالتي كه دامنه بزرگ است ( به حدي كه سيستم غير خطي است ) آيا اين روش همچنان معتبر است و اگر نيســت خطـاي آن از 

چه مرتبه اي است ؟ 
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اگر به جاي نگاه ديناميكي {نيرو و گشتاور} از منظر انرژي مسئله را حل كنيم جواب پرسش هاي قبل چندان هم پيچيده نيســت . از 
ــا E متناسـب  آنجا كه ضريب ميرايي خيلي بزرگ نيست مي توان به اين نتيجه رسيد كه E∆  انرژي تلف شده در يك دوره تناوب ب

است و رابطه زير را دارد: 
 

توان تلف شده متوسط در دوره تناوب است مي توان نوشت :  چون طبق تعريف                                كه 
 
 
 

دقت كنيم كه تعريف اصلي γ عبارت ديگري بود.                    يعني γ نسبت نيروي مقاوم هوا به          بود . 
با اين تعريف γ فقط به خواص سيال مقاوم بستگي دارد و از دامنه مستقل است اما  γ ى  ظاهري كه با رابطه ي          

 
 

تعريف مي شود فقط تحت شرايط دامنه ي كوچك با γ  واقعي برابر است و در غير اينصــورت رابطـه ديگـري خواهـد داشـت كـه 
بدست خواهيم آورد .  

داريم :                            
 

يعني توان تلف شده برابر حاصلضرب داخلي سرعت در نيروي اتلاف كننده يا ناپايستار است پس : 
 
 

ــاهر شـده بقيـه عبـارت را مـي تـوان تـا مرتبـه صفـر  چون در عبارت          لحظه اي ضريب γ كه طبق فرض خيلي كوچك است ظ
ــود نـدارد بـا ايـن فـرض { دامنـه  محاسبه كرد . منظور از مرتبه صفر سبت به γ=0 آن است كه فرض كنيم γ يا اينكه ميرايي هوا وج

بزرگ ميرايي صفر } همانگونه كه قبلاً حل كرديم داريم : 
 
 

پس  
 

ــون بقيـه ثـابت هسـتند . متوسـط                       و                    در  عمل متوسط گيري فقط روي تابع                      عمل مي كند چ
يك دوره تناوب 1/2 هستند . 

براي اثبات : 
 

بنابراين:  
 
 
 
 

E
T

E
γ−=

∆

T
dt

dE
E =∆

dt

dE

E

dT

dE
−

=γ

vm

Fv
=γvm

E

dT

dE
−

=γ

VF
dT

dE
v .=

22θγ l
dt

dE
m−=

dT

dE

tωθθ sin0= )
16

1(
2
0θω −=

l

g

tml
dT

dE
ωωθγ 222

0
2 cos−=

tω2costω2costω2sin

( ) ∫==
π

θθ
ππ

π
θ

2

0

22 cos
2
1

2
cos dt

)
8

1(
2

2
02

0
2 θ
θγ −−=

l

g
ml

dt

dE



از طرفي در يك دوره تناوب با فرض ميرايي صفر داريم:  
 
 

براي پيدا كردن انرژي در يك دوره تناوب توجه كنيد كه انرژي دو بخش جنبشي و پتانسيل دارد و هنگامي كه آونگ به مــاكزيمم  
انحراف خود           مي رسد انرژي جنبشي آن صفر است  و        

 
و از آنجا كه برايθ كوچك  

 
 

پس                
 

پس  
 
 

ــيرايي واقعـي همچنـان  به عبارت ديگر با بزرگ شدن دامنه ضريب ميرايي ظاهري شروع به كم شدن مي كند در حالي كه ضريب م
ثابت است .  

نتيجه گيري : تاثير بزرگ شدن دامنه بر ضريب ميرايي ظاهري در همه سيستم هاي غير خطي قابل مشــاهده اسـت كـه آونـگ بـا 
ــرم ، فنرهـايي هسـتند كـه كشـيدن  دامنه بزرگ فقط يك نمونه از آنهاست . مثالهاي ديگر فنرهاي سخت و نرم مي باشند . فنرهاي ن
آنها پس از آنكه كش آمدند نسبت به فنر ايده آل راحت تر مي شود و فنرهاي سخت ، فنرهايي هستند كــه بـر عكـس نـيروي لازم 

براي كشيدن آنها از فنر ايده آل بيشتر است . به عبارت ديگر رابطه ي F=-kx  براي فنرهاي نرم به صورت                      
در مي آيد .  

و براي فنرهاي سخت به صورت             است .  
ضريب ميرايي ظاهري نوسان فنر نرم درست مانند آونگ با دامنه ي بزرگ با افزايش دامنه كمتر مي شــود امـا در مـورد فـنر سـخت 

برعكس ضريب ميرايي ظاهري با ازدياد دامنه افزايش مي يابد .  
 
 
 
 
 
 
 

منابع : 
١- ديويد هاليدي،رابرت رزنيك،فيزيك،ترجمه ي نعمت ا… گلستانيان ، محمود بهار 

٢- دانيل كلينز،روبرت جي كلنكو،آشنايي با مكانيك ، فصل پنجم 
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